
快速哈达马德变换

张 崇 高

摘 要

本丈讨论一 种基于二进制运算的快速哈达马德变换 ( F HT)
。

文 中从哈达

马德矩阵的定义出发
,

并根据此种矩阵的 性质
,

着重进行 了快速哈达马德变换

的理论推导
。

是 后
,

给出 了便于应 用的一般计算公式
。

哈达马德变换在地震勘探数字滤波技术中可以得到广泛应用
,

本文将对哈达马德变

换进行必要的讨论
。

哈 达 马 德 矩 阵

设 A = a(
` , )

: 、 ,

为一 n 阶方阵
,

若矩阵的每一个 元 素 氏 , 只取 值 1或 一 1 ,

并且任

意两行互为正交
,

即满足条件

烈一
“ 了

一
{

O 乞进 j

n 乙 = 了

( 1 )

或者写成 A A T = n E
。

(其中 A
T

是 A 的转置矩阵 )
,

则称 A 为 n 阶哈达马德矩 阵
。

我们把二阶哈达马德矩阵称为一级哈达马德矩阵
,

记为

( 2 )
、、J
产

曰月一,上

一

2.、
一一H

在实际 中用得最广的是 2爪 阶哈达马德矩阵
,

这种矩阵可以用不 同 的 方 法 构 造出

来
。

下面我们采用直接乘积的方式来定义 Zm

阶的哈达马德矩阵
,

为此
,

首先给 出 下面

弓{理
:

若 A 与 B 分别是
n 阶与 m 阶的哈达马德矩阵

,

则 C 二 A x B 为 m n 阶的哈达马德矩

阵
。

依此定义矩阵

一
” 乞 - 一

一
、

H
。 = H : x H : x … x H

,
( 3 )

为 。 级的哈达马德矩阵
,

也就是 2 爪

阶哈达马德矩阵
。
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哈达马德矩阵的性质

哈达马德矩阵具有下列性质
:

1
.

若 开
二

为 : n级哈达马德矩阵
,

则有

鱿澄
7: = 2

”

它
2

2
.

H
:

的逆矩阵存在
, _

且

( 4 )

( 5 )

3
.

对于任何 机
,

4
.

若 H轰是 H
。

H
。

是非奇异的
,

即

{H
。

1铸 0

的转置矩阵
,

则

H
n = H ( 7 )

即 H
二

是对称矩阵
。

哈 达 马 德 变 换

设
x , , x : , … , 、 :

为一时间序列
,

其列矩阵形式为
、、、恤,.声万了

.

了

火火;
。

X
/

一

{
H

。

为 2爪 阶方阵
,

定义 2
’

维空间的线性变换

Y 一

资
H

决

“
N 一 2二

( 8 )

为 x 的哈达马德变换
,

并记 为 Y = H 〔X 〕
。

显然
,

由 x 求 Y 需要做 2
阴

( 2 一 1) 次加 ( 或减 ) 法
、

2
川

次乘法计算
。

因为 H
二

是非奇异的
,

所以哈达马德变换的逆变换是唯一存在的
。

其 逆 变 换 公 式

为
:

X 二 H 一 ` 〔Y 〕二 H
川

Y ( 9 )

把上式写为数量形式可知
,

由 Y 求 z 不需要 乘 法
,

只 需 要 2
,

( 2
“ 一 1) 次 加 (或

减 ) 法
。

快速哈达马德变换 ( F H T )

我们要讨论的 F H T 算法基于下面的定理
:

令 乙 乞
,

Z
r ,

声二 乙 夕
,

2
` ,

并设 H 明

的第 i 行第 j 列的元素为 H a d几马
, ,

则



J

巾 一

艺 i
,

夕
:

H a d {居
) = ( 一 1 )

r 一 。 ( 10 )

由于哈达马德变换的正变换与逆变换只相差一个常数
,

因此
,

哈达马德变换的计算

归结为下列变换

( 1 4 )

的计算
。

令 :
二

(
乙( 0 )

占( 1 )

仓( ;2n

刀( 0 )

刀( 1 )

、

勺( 2朋

_ 1 )

)
.

则 ( 1 4 ) 式可以改写为数量形式

丫

刀( i ) =

兄 乙(夕) H a d }共
’

(玄= 0 , 1
,

…
, N 一 1 ) ( 1 5 )

从 ( 1 5 )

1
。

式出发
,

以 N = 2 3

当 N = 2 3

时
,

便可导出快速哈达马德变换的计算公式
。

为例来说明快速哈达马德变换是怎样进行的
。

( 1 5 ) 式变为

” ( i ) = 兄 在( j ) H a d :几
’

( i = 0
,

1 ,

…
, 7 ) ( 1 6 )

= 0

令
玄=
乙 乞

,

Z
r

= (￡
2 ,

艺, ,

艺。
) ; ] =

E 夕
,

Z
r
= (夕

: ,

夕
, ,

夕
。

)
r = U 了 二 0

则 ( 1 6 ) 式可以改写为

占(了
2 ,

j
l ,

j
。
)

、

兄刀(玄
2 ,

乞1 ,

i 。
) =

乙
了2 二 0

乙 ( 一 1 )
`

2

艺 艺
,

j
,

一 = o 产。 = o

乙 (一 ) `
。 ’ 。

乙 ( 一 i )
` 1 ` ,

兄 ( 一 z ) `
2 ’ “

苞(了
2 ,

i
, ,

了
。
)

( 1 7 )
o 二 0 , i = 。 夕 2 二 U

令 A
。
(声

2 ,

夕
、

j
。
) = 乙( j

Z ,

j
, ,

夕
。
)

A
,

( 1 2 ,

j
, ,

产
。
) = 乙

7 2 = `

( 一 1 )
` 2 ” A

。
( j

Z ,

了
, ,

j
。
)

A
Z

( 1 2 ,

1 1 ,

夕
。 〕 乙 ( 一 1 ) `

: ’ I

A
、
( 1

2 ,

j
: ,

夕
。
)

矛 i 二 0

止

A
。
( 1 2 ,

1
1 ,

i 。
) =

乙 ( 一 1 )
` 。 ` 。

A
Z

( i
: ,

i : ,

j
。
)

j o = 0

沈



则 刃(艺
2 ,

玄
, ,

i
。

) = A
3
( i

: ,

i
, ,

艺。
)

通过以上讨论得到 F H T 算法
:

对于给定数据

苞( j ) = A
。
(夕) ( j

二 0
,

1
.

…
,

了)

由公式 ( 1 6 ) 所规定的八个实数

刀 (艺) “ A 3

( i ) ( i = O
,

1
,

…
,

了)

可由下列公式算出

AA
:

( i
: .

j
l

A :

( i
: ,

乞
; ,

声
。 ( A

:

( i : ,

夕
: ,

了
。
)

r ! 8 )

A 3
(艺

,

艺、 ,

=

乙 ( 一 I )
` : ,

了 2 罗 J

一

乙 卜 l)t
,

r l 二 J

二

甲 ` 一 功
` ,

夕 J 二 口

A
:

( 汇
2 ,

乞, ,

j
。

由 ( 1 8 ) 的第一式知

: 气 (艺
2 ,

声
1 ,

j
。
) =

二 ( 一 1 )
` : ` A

。

(夕
2 ,

夕
: ,

j
。
)

, 乙
一 J

= A 。
( O

,

j
, ,

了 ) + 〔一 1 )
’

A
一

( l
,

j
, ,

j
。

在 ( 1 9 ) 式中
,

令 公2 ,

声
: ,

j
。 = 0

,

1

则有 A
,

( 0
,

o
,

0 ) = A
()

( 0
,

0
,

O ) + A ( 1
,

0
:

0 )

A
,

( O
,

0
,

1 ) = A 。
( 0

,

0
,

1 ) + A
。

( l
,

O
,

1 )

A
,

( 0
,

1
,

0 ) = A 。
( O

,

1
,

0 ) + A 。
( 1

,

1
,

0 )

A
l

( 0
,

1
,

1 ) 二 A
。

( 0
,

1
,

1 ) 十 A 。
( 1

,

1
,

1 )

A ,

( l
,

O
,

0 ) = A ( O
,

0
,

0 ) 一 A ( 1
,

0
,

0 )

A
,

( 1
,

O
,

1 ) = A 。
( 0

,

0
,

1 ) 一 A
门

( 1
,

0
,

1 )

A ,

( 1
,

1
,

0 ) = A 。
( 0

,

1
,

0 ) 一 A
。

( 1
,

1
,

0 )

\ A
:

( 1
,

l
,

1 ) = A
。

( 0
,

1
,

1 ) 一 A
「
〕
( 1

,

]
,

1 )

由 ( 1 8 ) 的第二式知

( 1 9 )

( 2 0 )

A
_

(乞
2 ,

艺1 ,

夕
。
) =

乙 ( 一 1 )
’

A
,

(艺
2 ·

夕
, ,

j
。
)

护i = 0

= A
,

( 1 2 ,

0
,

j
。
) + ( 一 1 )

’ I
A

,
(艺

2 ,

1 夕
。
) ( 2 1 )

在 ( 2 1 )

则有

式 中令 12 , i 工
,

夕
。 = 0

,

i

了
’

A Z

( o
,

o
,

o ) = A
,

( O
,

0
,

o ) + A
,

( O
,

1
,

o )
沛

{
A

Z `。
,

0
,

1 ’ “ A
l `O

,

。
,

` ’ + A
工 `。

,

`
,

` ’

}
A

Z `0
少

1
,

O’ 一 A
l

`。
,

“
,

0 ’ 一 A l ( O , `
,

。 ’

1 A
Z

( 。
,

`
,

1 ’ “ A
l

( O
,

o
,

l ’ 一 A
l

( “
,

1
,

1 ’

7 4



A
Z

( 1
,

0 , 0 ) = A
,

( 1
,

0
,

0 ) + A
,

( 1
,

1
,

0 )

A
Z

( 1
,

0
,

1 ) = A
l

( 1
,

0
,

1 ) + A ,

( 1
,

1
,

l )

A
Z

( 1
,

1 , 0 ) = A
:

( 1 , 0
,

0 ) 一 A
,

( 1
,

1
,

0 )

A
Z

( 1
,

1
,

1 ) = A ( 1
,

0
,

1 ) 一 A
l

( 1
,

l
,

1 )

( 2 2 )

?"

l
气

由 ( 1 8 ) 的第三式知

A
3
( 1

2 ,

艺, ,

i 。
) 二 乙 ( 一 1 )

’ 。 ’ “
A

Z

( i
: , ￡1 ,

j
。
)

更。 二 o

= A
Z

( 1 2 ,

云, ,

0 、 + ( 一 ] )
` 。 A Z

(艺
2 ,

艺, ,

l ) ( 2 3 )

在 ( 2 3 ) 式中
,

令 艺2 ,

i , ,

艺。 = o
,

1

则有

A
:

( 0
,

0
,

0 ) = A
:

( O
,

0
,

O ) 十 A :

( O
,

O
,

l )

A
:

( 0
,

0
,

1 ) = A
Z

( O
,

0
,

0 ) 一 A
:

( 0
,

0 , 1 )

A
3

( O
,

1
,

0 ) = A
Z
( O

,

1
,

0 ) + A
Z
( 0

,

1
,

1 )

A
3
( 0

,

l
,

1 ) = A
z

( 0
,

1
,

0 ) 一 A
:

( 0
,

1
,

1 )

A
3

( 1
,

0
,

0 ) = A
Z

( 1
,

G
,

0 ) + A
Z

( 1
,

O
,

]
_

)

A
3
( 1

,

0
,

1 ) 二 A
:

( 1
,

O
少

0 ) 一 A
Z

( l
,

0
,

1 )

A
3

( 1
,

1
,

0 ) = A
Z

( 1
,

1
,

0 ) + A
Z

( 1
,

1 , 1 )

A
3

( 1
,

1
,

1 ) = A
Z

( 1
,

1
,

O ) 一 A
Z

( 1
,

1
,

1 )

( 2 4 )

并由式子 ( 2 0 )
、

( 2 2 )
、

( 2 4 ) 与 A
。
( j ) = 乙“ )

,

A
;

(乞) = 刀( i )可画 出 F H T 算 法 的 流 程

图
。

先 ( ? ) A t (丫 ) A z ( , ) 鸿 ( 下、

左 ( 7 ) 二鸡 ( 7 ) 4 ( 7 ) 几 (了 ) = , (了 )产
: 仁了 )

` 一 ~ 一一一一
,

夕
c

/
碑

了产

产 / 兼泌
诊

F H T 算法流程 图
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2
.

快速哈达马德变换的一般计算公式

当 N 二 2 “

时
,

变换公式为
丫 一 1

刀( i ) =

乙 乙( j ) H a d {岑
’

( i = 0
,

1…
,

N 一 1 )

令
乞=

乙 乞
,

2
犷 ,

j =

乙 j
了

Z
r

了 = O 了 二 日

川 二 1

则有 刀(认
一 , ,

… 一不

乙 i
,

j
:

( 一 1 )
` 一 。

乙( j
。 一 , , ,

j
。
)

=

乙 ( 一 1 )
` 。 ’ 。

户。 = 0

( 一 1 )
’ 。 :

7 。 兀 ’ ,

乙 (

l r配 一 i = o

i 了阴 一 i
功

爪 _ r 二 0

以 声
,。 _ , ,

…
,

j
。
)

1

乙

( 2 5 )

A
。
(了

。 一 , ,

…
,

j
。
) = 舀( j

, 一 1 ,

…
,

j
。

)

城
t

( 犷
欣一 l ,

夕
。 一 2 ,

…
,

j
。

) =

乙 ( 一 1 )
` 一 、 ` , ,

卜 I A 。
(夕

。

J爪一 2 ,
,

j
。
)

了爪 一 i = 。

·

0]
一

胡

一
爪

一 一爪一
mA

艺 ( 一 r )
`

、

卜
/ `爪 一 A 卜 ,

( i
用一 1 ,

…
,

i
·
卜 (一 , ) ,

了一 j
阴一 ( · + , ; ,

…
,

了
。
)

m 一 了 二 0

A
二

( i
。 _ , ,

… 艺。
) = 乙 ( 一 1 )

’ 。 ` 。 A
·
卜

,

( i一
, :

…
,

乞: ,

j
。

)

o = o

则

刀( i
, 一 , ,

…
,

i 。
) = A ,

( i
。 一 , ,

…
,

艺。
)

通过以上的讨论得到具有普遍意义的 F H T 算法如下
:

对于给定数据

乙( j ) = A
。
(户) (夕二 O

,

1
,

…
,

N 一 1 )

由公式
N 一 1

刀(￡) =

乙 套(夕) H a d {乃
’

(艺二 0
,

1
,

…
,

N 一 1 )

所规定的 N 个实数

刀(艺) 二 A 二
(艺) ( i = 0

,

1
,

… , N 一 1 )

可由下列公式算出

A
,

(玄
、 一 : , 之,

卜 (卜 1 ) , 不 , 一 , ,

尹。 一 ( ; 二 , 〕 ,

… 厂

( 一 1 )
’ 。 一 了 ’ ·` -

,

…

A
: _ ,

(艺
m _ , ,

…
,

i
。 _ 。 : _ , ) *

j
。 _ , ,

。
)

]
爪一 ( , 十

, ) ,

…
,

j
。
) ( 2 6 )

爪 ee y

二 O

( r = 1
,

2
,

…
,

m ) (下转 6 1 页 )
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值
。

然后根据地面垂直磁异常平面图
,

用 ( 1 4 ) 式 向下延拓到
: 二 h 的 面 上

,

再 用图 4

量板在延拓值图上读取不同 半径
; 二 o , 1 ,

了 2 ,

了 5 ,

了 8
.

5 ,

丫 17 圆上的磁

场平均值 H
。 。

最后分别乘以表 2 的相应系数
,

代入公式 ( 1 6 )即可算得 △九
。

其它 测点重

复上述步骤
。

所需条件和二维问题类似
:

a) 平均基底深度 h 远远大于 相 对 深 度 A砚 b) 磁 化 方

向为垂直磁化
,

如磁化方向倾斜
,

上述系数应作修正
。

以上我们介绍了磁法资料的直接解释法
,

目的是想对盆地深部基底研究有所帮助
,

是否合适
,

以供讨论
。
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显然
,

由 ( 2 6 ) 所表示的 F H T 算法的工作量为 N ln
Z N 次加 (或减 ) 法

,

也 就是说

利用 H F T 算法可以把哈达马德变换的工作量 由 N ( N 一 1) 次加 (或减 ) 法 降 至 N ln
Z

N

次加 (或减 ) 法
,

从而提高了运算速度
。
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