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摘要　黏弹性和各向异性广泛地存在于地球介质中。因此，将黏声拟微分方程的衰减项扩展到 ＶＴＩ拟微分方

程中，提出一种黏声ＶＴＩ拟微分方程，该方程可以同时考虑黏弹性和ＶＴＩ性质。使用有限差分法求解该方程，

其中衰减项在波数域求解，而其他项是在时—空域求解。在此基础上，发展了黏声ＶＴＩ介质双程波照明分析方

法。均匀模型的正演数值试验证明，本文提出的黏声ＶＴＩ拟微分方程可以准确地描述地震波在黏声ＶＴＩ介质

中传播的运动学和动力学特征；凹陷模型的正演模拟说明介质的ＶＴＩ性质引起了走时和波形的差异，而黏弹性

导致了振幅的衰减；从最终的照明分析结果可以看出黏弹性和ＶＴＩ性质影响波场能量的分布。
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１　引言

众所周知，地球介质中广泛存在着黏弹性和各

向异性［１］，黏弹性会使地震波在传播中发生衰减，高

频成分被吸收，而各向异性的影响表现为地震波的

波形和走时发生变化。忽略地下介质的黏弹性和各

向异性会影响地震波模拟的准确性，同时对数据处

理与成像产生较大的影响。

实际地震波在地下传播时受到黏弹性衰减的影

响。Ｄａｙ等
［２］利用Ｐａｄｅ公式将黏弹介质中的应力

与应变的褶积关系近似为一种微分形式以便于求

解；Ｅｍｍｅｒｉｃｈ等
［３］提出了基于广义 Ｍａｘｗｅｌｌ线性

固体模型的黏弹介质复模量的有理式，并发展了黏

弹介质中的标量波传播的有限差分格式；Ｃａｒｃｉｏｎｅ
［４］

发展了以广义标准线性体（ＧＳＬＳ）模型为基础的黏

声和黏弹正演模拟算法；ＴａｌＥｚｅｒ等
［５］使用伪谱法

模拟黏弹介质中的地震波场传播；Ｒｏｂｅｒｔｓｓｏｎ等
［６］推

导了基于 ＧＳＬＳ的各向同性黏弹性介质的一阶速

度—应力方程，并采用交错网格有限差分方法进行

黏弹介质的正演模拟；奚先等［７］对黏弹随机介质中

的地震波的传播进行了分析研究；邵志刚等［８］结合

了积分型和微分型本构方程的优点，采用交错网格

有限差分方法对线性黏弹介质进行地震波正演模

拟；郭振波等［９］基于 ＧＳＬＳ模型，使用非线性最优

化理论求取松弛时间，构建了近似常犙黏声和黏弹

模型；王小杰等［１０］基于黏弹介质的近似方程，对黏

弹介质的纵横波速度、品质因子犙 和密度进行反

演，提高了储层预测的精度。

为了提高计算效率，物理学家采取了一些近似

方式，如椭圆近似［１１，１２］、弱各向异性近似［１３］和小角

度近似［１４］等。但在某些情况下，这些近似有一定的

局限性。通常的替代方式是使用ｑＰ波近似，该方

法是令Ｓ波速度在对称轴方向等于０以模拟ｑＰ波

传播［１５，１６］。ｑＰ波近似的方法是有效且容易实现的，

但可能会受到横波效应的影响，这是因为Ｐ波和Ｓ
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波在各向异性方程中是耦合的，这会导致数值计算

不稳定［１７］。基于此ｑＰ波近似，几种ｑＰ波拟微分方

程的衍生形式被推导出来，这些方法在处理各向异

性介质时具有更好的稳定性［１８，１９］。近年来，人们尝

试使用纯纵波方程进行各向异性的正演模拟［２０２２］。

纯纵波法远比ｑＰ波近似方法更精确，可以获得非

常准确的结果，而没有横波的影响。然而，这种方程

含有复杂的拟微分算子，会产生巨大的计算成本。

李娜等［２３］采用Ｌｅｂｅｄｅｖ—标准交错网格，较大程度

地降低ＴＴＩ介质正演模拟的计算量。

地震波正演模拟技术能够准确地认识复杂地下

构造地震波传播特征，也是地震波成像与反演的基

础。主要包括射线类［２４］和波动方程类［２５］。面对复

杂的非均质储层，如复杂的起伏地表和海底界

面［２６３１］、黏弹各向异性介质和小尺度目标体等，以射

线理论和均匀介质假设的正演模拟方法无法对地震

波场进行准确的模拟，因此需要发展复杂介质波场

理论的正演模拟技术。照明分析方法同时考虑了观

测系统对目标区域照明分布及波动方程中的角度和

振幅对偏移成像效果的的影响，可以指导野外观测

系统设计。射线类照明分析方法［３２３４］的优点是通过

射线很容易得到地震波的方向信息，然而，此方法采

用高频近似及射线理论存在焦散，因此在复杂介质

中很难保证其准确性［３５］。波动方程类照明分析方

法可以更加准确地模拟地震波的传播，又可分为单

程波类［３６３９］和双程波类［４０，４１］，单程波照明方法的计

算效率更高，而双程波照明方法更准确地描述波场

的运动学和动力学信息［４２］。赵贤正等［４３］提出了一

种基于局部相似属性的照明分析方法，该方法不需

要进行正演模拟，只依赖于地震数据，从而减少了照

明分析的计算量。

本文采用黏弹介质和ＶＴＩ介质的声学近似，将

黏声拟微分方程的衰减项扩展到 ＶＴＩ拟微分方程

中，提出一种同时考虑介质黏弹性和ＶＴＩ性质的黏

声ＶＴＩ拟微分方程。使用有限差分法求解该方程，

其中衰减项在波数域求解，而其他项在时—空域求

解。同时，基于黏声ＶＴＩ介质拟微分方程发展了一

种黏声ＶＴＩ介质双程波照明分析方法。通过均匀

模型验证本文提出的黏声 ＶＴＩ拟微分方程的正确

性，并采用凹陷模型对黏声ＶＴＩ介质双程波正演模

拟与照明方法进行分析与研究。

２　黏声犞犜犐介质正演模拟

２．１　二阶黏声犞犜犐介质拟微分方程

根据黏弹性理论，应力、应变的本构方程满

足［４４］

σ＝犌犈＝犌犈 （１）

式中：σ为应力；犈为应变；犌为松弛函数；为褶

积；上圆点“·”表示对时间求导。

犌（狋）＝犽１－ １－
τ犈

τ（ ）
σ

ｅ－狋
／τ［ ］σ 犎（狋） （２）

式中：τσ为应力松弛时间；τ犈 为应变松弛时间；犽为

松弛模量；犎（狋）表示亥维赛函数。设狏为速度，狌

为波场值，则

σ＝－狌 （３）

犈＝ ·狏 （４）

将式（１）两边同时对时间求导，可得

狌

狋
＝－
［犽（１＋τｅ－

狋／τσ）犎（狋）］

狋
 ·狏 （５）

由牛顿定律可得

狏

狋
＝－

１

ρ
狌 （６）

式中：ρ为密度； ＝

２

狓
２＋

２

狕
２
是拉普拉斯算子；τ＝

τ犈

τσ
－１是由犙值确定的。应力松弛时间τσ 和应变

松弛时间τ犈 可由

τσ＝
犙２＋槡 １－１

ω犙
（７）

τ犈 ＝
犙２＋槡 １＋１

ω犙
（８）

求得。式（５）、式（６）构成基于标准线性固体模型

（ＳＬＳ）的黏声一阶应力速度方程。

对式（５）的两边同时求取关于狋的偏导数

　

２狌

狋
２ ＝－

［犽（１＋τｅ－
狋／τσ）犎（狋）］

狋
 ·狏

狋
（９）

令犽＝ρ狏
２，并把式（６）代入式（９），可得

１

狏２

２狌

狋
２ ＝

犅

狋
ρ ·１

ρ
狌 （１０）

犅＝犽（１＋τｅ－
狋／τσ）犎（狋） （１１）

对式（１１）的两边同时求取关于狋的偏导数

犅

狋
＝ （１＋τ）Δ（狋）＋

τ
τσ
ｅ－狋

／τσ犎（狋） （１２）
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式中Δ（狋）表示狄拉克函数。将式（１２）代入式（１０），

可得

１

狏２

２狌

狋
２ ＝ （１＋τ） · 狌－

τ
τσ
［ｅ－狋

／τσ犎（狋）］

［· 狌］ （１３）

对式（１３）进行二维傅氏变换，可得如下的频散关系

式

ω
２

犽２
＝狏

２１＋ｉωτ犈
１＋ｉωτσ

（１４）

式中：犽表示波数；狏为零频速度。整理式（１４），可

得

ω
２

犽２
＝狏

２ １＋ω
２
τ犈τσ

１＋ω
２
τ
２
σ

＋ｉ
ωττσ
１＋ω

２
τ
２（ ）
σ

（１５）

当犙不是特别小时，τ１，可得

１＋ω
２
τ犈τσ

１＋ω
２
τ
２
σ

≈１ （１６）

ωττσ
１＋ω

２
τ
２
σ

＝

ωτ
犙２＋槡 １－１

ω犙

１＋ω
２犙

２
＋２－２ 犙

２
＋槡 １

ω
２犙２

＝τ
犙２＋槡 １－１

犙
犙２

２犙２＋２－２ 犙
２
＋槡 １

＝
犙 犙２＋槡 １－（ ）１τ

２犙２＋１－ 犙２＋槡（ ）１

≈
犙（犙－１）

２（犙２＋１－犙）
τ≈

τ
２

（１７）

此时，式（１４）可近似为

ω
２

狏２
＝犽

２ １＋ｉ
τ（ ）２ （１８）

同理可得

狘犽狘＝
ω
狏
１－ｉ

τ（ ）２ （１９）

　　研究表明，当犙 不是特别小的情况下，犙 模型

的频散影响很小可以忽略［４５，４６］，因此忽略式（１８）和

式（１９）中的虚部项，得到新的频散关系式

ω
２
－ｉω
τ狏狘犽狘
２

－狏
２犽２ ＝０ （２０）

对式（２０）进行傅氏反变换，则可以推导出基于ＳＬＳ

模型的二阶黏声介质拟微分方程


２

狋
２＋
τ狏 －槡
２



狋
－狏

２（ ）狌＝０ （２１）

　　二维常密度ＶＴＩ拟微分方程
［４７］常被用来进行

ｑＰ波正演模拟，其表达式为


２
狆
狋
２ －狏

２
狓

２
狆
狓

２－狏狀狏狕

２
狇
狕

２ ＝０


２
狇
狋
２ －狏狀狏狕


２
狆
狓

２－狏
２
狕

２
狇
狕

２ ＝

烅

烄

烆
０

（２２）

式中：狏狕 为对称轴的速度；狏狓＝狏狕 １＋２槡 ε为对称面

的速度；狏狀＝狏狕 １＋２槡 δ为 ＮＭＯ 速度；ε和δ 为

Ｔｈｏｍｓｅｎ各向异性参数。

采用类似于Ｓｕｈ等
［４６］和徐文才等［４８］的方法，

将衰减项加入二维常密度ＶＴＩ拟微分方程（式（２２））

中，可得黏声ＶＴＩ介质拟微分方程


２
狆
狋
２ ＋
τ狏狓
２

－

２

狓槡 ２

狆
狋
－狏

２
狓

２
狆
狓

２－狏狀狏狕

２
狇
狕

２ ＝０


２
狇
狋
２ ＋
τ狏狕
２

－

２

狕槡 ２

狇
狋
－狏狀狏狕


２
狆
狓

２－狏
２
狕

２
狇
狕

２ ＝

烅

烄

烆
０

（２３）

２．２　递推格式

采用高阶有限差分法求解式（２３），其中衰减项

在波数域求解。本文使用时间二阶和空间２犕 阶的

差分格式。具体的离散格式如下


２
狆
狋
２狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
２
（狆
狀＋１
＋狆

狀－１
－２狆

狀） （２４）


２
狇
狋
２狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
２
（狇
狀＋１
＋狇

狀－１
－２狇

狀） （２５）

－

２

狓槡 ２

狆
狋狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
Ｆ－１［狘犽狓狘Ｆ（狆

狀
－狆

狀－１）］

（２６）

－

２

狓槡 ２

狇
狋狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
Ｆ－１［狘犽狓狘Ｆ（狇

狀
－狇

狀－１）］

（２７）


２
狆
狓

２狘狓＝犻≈犇
２
狓狆 ＝

１

Δ狓
２ 犮０狆＋∑

犕

犿＝１

犮犿（狆犻＋犿 ＋狆犻－犿［ ］）

（２８）


２
狇
狓

２狘狓＝犻≈犇
２
狓狇＝

１

Δ狓
２ 犮０狇＋∑

犕

犿＝１

犮犿（狇犻＋犿 ＋狇犻－犿［ ］）

（２９）

－

２

狕槡 ２

狆
狋狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
Ｆ－１［狘犽狕狘Ｆ（狆

狀
－狆

狀－１）］

（３０）

－

２

狕槡 ２

狇
狋狘狋＝狀 ≈

１

Δ狋
Ｆ－１［狘犽狕狘Ｆ（狇

狀
－狇

狀－１）］

（３１）


２
狆
狕

２狘狕＝犼≈犇
２
狕狆 ＝

１

Δ狕
２ 犮０狆＋∑

犕

犿＝１

犮犿（狆犼＋犿 ＋狆犼－犿［ ］）

（３２）
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２
狇
狕

２狘狕＝犼≈犇
２
狕狇＝

１

Δ狕
２ 犮０狇＋∑

犕

犿＝１

犮犿（狇犼＋犿 ＋狇犼－犿［ ］）

（３３）

式中：Δ狋是时间步长；Δ狓和Δ狕分别为水平方向和

垂直方向的网格间距；其中上标表示时间坐标而下

标表示空间坐标；犽狓 和犽狕 分别为水平方向和垂直

方向的波数；Ｆ和Ｆ－１分别表示傅里叶变换和傅里

叶反变换；犮为差分系数。波场的递推格式为
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烅
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３　黏声犞犜犐介质双程波照明分析

将黏声 ＶＴＩ介质正演模拟方法应用于照明分

析中，可以分析黏声ＶＴＩ介质中波场传播和能量分

布的特征。

利用式（３４）的递推格式求得时间域每个质点的

振幅，求取质点振幅的平方即可得到照明能量。同

一震源的源向照明能量可由

犐ｓ（狓，狕）＝∑

狋
ｍ

狋＝０

狌２（狓，狕，狊） （３５）

求得。式中：犐ｓ为源向照明能量；狋ｍ 为最大记录时

间。同理，由互易定理可知，检波点照明等价于在检

波点处放置震源，可得到检波点照明能量公式，也可

称之为反向照明能量公式

犐ｇ（狓，狕）＝∑

狋
ｍ

狋＝０

狌２（狓，狕，犵） （３６）

式中犐ｇ为检波点照明能量。

利用黏声 ＶＴＩ介质双程波波动方程进行照明

分析，能够近似地模拟地下黏弹性和ＶＴＩ介质的影

响，使模拟的地下能量分布更加准确，而双程波算子

相比于射线追踪算子、单程波算子等可以更准确地

描述波场的运动学和动力学特征。

４　模型试算

４．１　正演模型试算

首先，为了验证所提出的黏声ＶＴＩ介质方程的

准确性，使用均匀模型模拟波场外推。模型的尺寸

为４．０ｋｍ×４．０ｋｍ，网格尺寸为ｄ狓＝ｄ狕＝１０ｍ。该

模型的速度为２０００ｍ／ｓ，密度为２０００ｋｇ／ｍ
３。ＶＴＩ

参数δ和ε的值分别为０．２和０．１，品质因子犙为

２０，时间步长为０．４ｍｓ。选用主频２５Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ

子波，震源在（２．０ｋｍ，２．０ｋｍ）处激发。图１为０．８ｓ

不同介质的波场快照。可以看出，与声波ＶＴＩ介质

的波场快照（图１ｃ）相比，黏声ＶＴＩ介质的波场快照

（图１ｄ）能量很弱，但波场的形状几乎是相同的。同

时，黏声 ＶＴＩ介质波场快照（图１ｄ）的形状与黏声

各向同性介质（图１ｂ）的形状不同，但能量几乎是相

同的。这表明介质的黏弹性降低了波场的振幅而

ＶＴＩ性质主要影响波前的形状和旅行时。在黏声

ＶＴＩ介质的波场快照中，ｑＰ波波前的形状是椭圆

形，而且ｑＳＶ波的能量比ｑＰ波弱得多（图１ｄ）。因

为令剪切速度为０，无法完全压制ｑＳＶ波。图２为

不同介质的波形和频谱。可以看出，黏滞性既减弱

了波场的能量（图２左），又降低了主频及频带的宽

度（图２右）。本文提出的黏声 ＶＴＩ拟微分方程可

以准确地描述地震波在黏声 ＶＴＩ介质中传播的运

动学和动力学特性。

图１　０．８ｓ时刻不同介质的波场快照

（ａ）声波各向同性介质；（ｂ）黏声各向同性介质；（ｃ）声波ＶＴＩ介质；（ｄ）黏声ＶＴＩ介质
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图２　不同介质的波形（左）及频谱（右）

　　下面使用一个简单的凹陷模型测试 ＶＴＩ性质

和黏弹性对正演模拟的影响，并测试本文方法的正

确性。图３为凹陷模型。对ＶＴＩ参数和犙参数进

行适度平滑，以确保波场计算的稳定性。在凹陷模

型中，ε和δ参数的异常值分别是０．２和０．１，犙参

数的异常值为３０。本文所设计的模型的尺寸是

４．８ｋｍ×２．８ｋｍ，网格尺寸为８ｍ。设计的观测系统

如下：炮点在（２４００ｍ，８ｍ）处激发，３０１个检波器均

匀分布于地表。时间步长为０．５ｍｓ，记录时间为

１．５ｓ。用ＰＭＬ边界
［４９］消除人工边界反射。图４为

不同介质单炮记录对比。从图中可以看出，实框区

域展示的是因ε和δ参数导致的旅行时和波形差

异，而虚线框区域展示的是因犙参数导致的振幅衰

减。图５为图４虚线地表位置不同介质的地震记录

对比。可以看出，ＶＴＩ性质主要影响地震波的走时

和波形，而黏弹性不仅对能量进行衰减，而且还降低

了主频和有效频带宽度。

４．２　照明试算

为了进一步分析黏弹性和 ＶＴＩ性质对地震波

波场照明能量分布的影响，本文采用图３凹陷模型

进行双程波源向照明分析。采用的正演模拟参数如

上文所述，得到的源向照明分布如图６所示。从

图６ａ中可以看出，因为地下介质的不均匀性，震源能

量也呈现不均匀分布。而声波 ＶＴＩ介质照明图中

的能量分布与声波各向同性介质的能量有较大的差

异，地震波能量在凹陷地区向下传播的能量更快，能

量呈现一定的收缩形态，而在斜层区域的能量明显

变得更弱，在斜层的两侧，照明能量又变强（图６ｂ）；

图３　凹陷模型

（ａ）速度模型；（ｂ）ε模型；（ｃ）δ模型；（ｄ）犙模型
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图４　不同介质单炮记录对比

（ａ）声波各向同性介质；（ｂ）声波ＶＴＩ介质；（ｃ）黏声各向同性介质；（ｄ）黏声 ＶＴＩ介质

图５　不同介质图４虚线所示地表位置抽取的地震记录

黏声各向同性介质照明图中的能量分布与声波各向

同性介质的能量分布形态较为相似，但是深部能量

明显更弱，能量呈现发散的形态（图６ｃ）；黏声 ＶＴＩ

介质的照明图中深部能量较弱，凹陷区域能量呈现

集中收缩形态，而凹陷两侧能量呈现扩张发散的形

态（图６ｄ）。

为了更清楚地对地下不同深度的能量分布进行

分析，抽取１０００ｍ和２０００ｍ深度的能量分布曲线，
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如图７所示。从图７左可以看出，黏弹性使得地震

波波场能量明显减弱，但分布形态变化较小，ＶＴＩ

性质使得地震波波场能量分布形态发生变化，但总

体能量维持在相同的位置，在此模型中，因为 ＶＴＩ

性质的存在使得凹陷中部的能量明显高于凹陷边缘

的能量，而在凹陷外部的能量也明显有所提高。在

凹陷下面区域的能量分布（图７右）中可以看出，因

为衰减的影响，使得深部的能量变得更弱（如图７右

中绿色和粉色曲线所示），地震波能量在凹陷斜层下

方存在一个明显的强能量区域，在此区域ＶＴＩ的影

响几乎不存在，而在凹陷正下方和模型的两侧ＶＴＩ

的影响较为明显。因此，黏弹性和ＶＴＩ性质对地震

波波场能量分布产生较大的影响，在利用双程波照

明进行观测系统设计时，需要对黏弹性和ＶＴＩ性质

图６　凹陷模型照明结果

（ａ）声波各向同性介质；（ｂ）声波ＶＴＩ介质；（ｃ）黏声各向同性介质；（ｄ）黏声 ＶＴＩ介质

图７　凹陷模型不同介质情况下１０００ｍ（左）和２０００ｍ（右）深度处的照明能量分布

进行准确的模拟。

５　结论与认识

（１）为了同时模拟地下介质的黏弹性和ＶＴＩ性

质的影响，采用声学近似进行研究。首先推导了不

含记忆变量的黏声拟微分方程，该方程含有一个单

独的衰减项，因此将衰减项扩展到ｑＰ波拟微分方

程中，提出了一种同时考虑地下介质的黏弹性和

ＶＴＩ性质的黏声ＶＴＩ拟微分方程，该方程在时—空

域很难求解，因此将衰减项在波数域求解，而其他项

在时—空域求解，并得到了有限差分递推公式，实现

了该方程的准确求解。但需要注意的是，该方程只

考虑黏弹介质的衰减性，而忽略了其频散特性，因此

只适用于犙不是特别小的情况。

（２）基于该黏声ＶＴＩ拟微分方程与有限差分递
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推公式，实现了黏声ＶＴＩ介质双程波正演模拟与照

明分析。模型的正演模拟试算验证了本文方法可以

准确地模拟地震波在黏声 ＶＴＩ介质中传播的运动

学和动力学特征，同时可以近似地模拟出地震波因

为黏弹性的存在导致的能量衰减，以及ＶＴＩ性质的

存在导致的波形和走时的差异。

（３）由黏声ＶＴＩ介质双程波照明分析的模拟可

知，介质的黏弹性和ＶＴＩ性质会对地震波的能量分

布造成很大的影响，在利用照明分析对地震波的能

量分布进行研究时，需要考虑地下黏滞性和ＶＴＩ的

影响以得到准确的照明能量分布。
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